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2. Integrazione numerica
[Riferimenti bibliografici: “Matematica numerica” (Quarteroni et al.), capitolo 8 e
“Numerical recipes” (Press et al.), capitolo 4.]
Data una funzione reale f(x) integrabile sull’intervallo [a, b], definiamo formula
di integrazione numerica o formula di quadratura qualsaisi formula esplicita che





Sia fn la funzione valutata in n + 1 punti (detti nodi) xi, i = 0, ..., n (a ≤ xi ≤ b).








In particolare e` possibile sostituire a f il suo polinomio interpolatore di Lagrange
fn =
∏











Questa e` una formula di quadratura di tipo interpolatorio. Definiamo grado di
esattezza di una formula di quadratura il massimo intero r ≥ 0 tale che In(f) = I(f)
per ogni polinomio di grado r. Ogni formula di quadratura interpolatoria con n+ 1
nodi ha grado di esattezza ≥ n.
2.1 Formule di quadratura interpolatorie
2.1.1 Rettangolo (n = 0)
Nel caso n = 0, cioe` se si sostituisce f con un polinomio interpolatore di grado 0
(cioe` con una funzione costante) si ha la cosiddetta formula del rettangolo (o del
punto medio). In questo caso si utilizza il punto medio x0 = (a + b)/2 come unico
nodo: l’integrale approssimato e`
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La formula del rettangolo ha grado di esattezza 1. Suddividiamo l’intervallo di
integrazione [a, b] in m sottointervalli di ampiezza H = (b− a)/m. Sostituendo a f ,
il polinomio interpolatore composito di grado 0 (cioe` una funzione costante in ogni





dove xk = a + (2k + 1)H/2 (k = 0, ..., m − 1) sono i nodi equispaziati. La formula
del punto medio composita ha grado di esattezza 1.
2.1.2 Trapezio (n = 1)
Nel caso n = 1, cioe` se si sostituisce f con il polinomio interpolatore di Lagrange di
grado 1, si ha la cosiddetta formula del trapezio. In questo caso si utilizzano i due




[f(a) + f(b)]. (2.7)
La formula del trapezio ha grado di esattezza 1. Suddividiamo ora l’intervallo di
integrazione [a, b] in m sottointervalli di ampiezza H = (b − a)/m. Sostituendo a


















dove xk = a + kH (k = 0, ..., m) sono i nodi equispaziati. La formula del trapezio
composita ha grado di esattezza 1.
2.1.3 Cavalieri-Simpson (n = 2)
Nel caso n = 2, cioe` se si sostituisce f con il polinomio interpolatore di Lagrange
di grado 2, si ha la formula di Cavalieri-Simpson. In questo caso si utilizzano i tre













La formula di Cavalieri-Simpson ha grado di esattezza 3. Suddividiamo l’intervallo
di integrazione [a, b] in m sottointervalli di ampiezza H = (b − a)/m. Sostituendo














dove xk = a+kH/2 (k = 0, ..., 2m) sono i nodi equispaziati. La formula del trapezio
composita ha grado di esattezza 3.
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2.1.4 Newton-Cotes
Le formule del rettangolo, del trapezio e di Cavalieri-Simpson sono casi
particolari delle formule di Newton-Cotes. Le formule di Newton-Cotes si basano









con pesi wi. In particolare si distinguono formule chiuse [con nodi x0 = a, xn = b,
e ampiezza dei sottointervalli h = (b− a)/n] e formule aperte [con nodi x0 = a+ h,
xn = b − h, e ampiezza dei sottointervalli h = (b − a)/(n + 2)]. Quindi la formula
del rettangolo e` una formula aperta con n = 0 (e peso w0 = 2), quella del trapezio
e` una formula chiusa con n = 1 (e pesi w0 = w1 = 1/2) e quella di Cavalieri-
Simpson e` una formula chiusa con n = 2 (e pesi w0 = w2 = 1/3, w1 = 4/3). Nelle
formule di Newton-Cotes compaiono anche pesi negativi che rendono le formule
numericamente instabili (a causa di errori di cancellazione) per n > 8. Nella pratica
e` meglio utilizzare ordine basso n ≤ 2 e fare ricorso a formule composite.
2.2 Newton-Cotes composite
La formula di quadratura Newton-Cotes composita di grado n si basa sulla
sostituzione della funzione f con il polinomio interpolatore composito di Lagrange di
grado n. Quindi datim sottointervalli Tj = [yj , yj+1] con yj = a+jH eH = (b−a)/m
per j = 0, ..., m− 1. Il j-esimo sottointervallo ha n+1 nodi x
(j)
k con k = 0, ..., n. La















Come detto in precendenza, conviene sempre limitarsi a gradi bassi di interpolazione
n ≤ 2.
2.3 Integrali impropri
Un integrale e` detto improprio quando nell’intervallo di integrazione la funzione
presenta discontinuita` di prima o di seconda specie o e` illimitata in almeno uno dei
due estremi.
1. Discontinuita` di prima specie: f e` discontinua con discontinuita` finita in c con
a < c < b, dove [a, b] e` l’intervallo di integrazione. Semplicemente si spezza











che si possono risolvere con un metodo di quadratura standard.
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2. Discontinuita` di seconda specie: f e` discontinua con discontinuita` infinita in
c con a < c < b o illimitata in uno dei due estremi. Spezzando l’integrale
possiamo sempre ricondurci al caso in cui la funzione sia illimitata in uno degli















Il secondo integrale non presenta discontnuita`, quindi si calcola con una
qualsiasi formula di quadratura standard. Per calcolare il primo integrale si
usano metodi basati sullo sviluppo di Taylor di f(x) centrato in x = a.



















Un metodo consiste nello scegliere c in modo tale che il contributo del secondo
integrale sia trascurabile. A tal fine puo` essere utile applicare un cambio di
variabile come, ad esempio, t = 1/x.
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2.4 Laboratorio: esercizio B
Per un modello di galassia sferico con distribuzione di velocita` isotropa, la












dove ρ(r) e` la distribuzione di densita` e φ(r) e` il potenziale gravitazionale.
Consideriamo in particolare una sfera di Hernquist (Hernquist L., 1990, ApJ, 356,














dove M e` la massa totale, a e` il raggio di scala e s ≡ r/a e` il raggio (adimensionale)
normalizzato al raggio di scala.
1. Si calcoli σ2r(r) per la sfera di Hernquist isotropa integrando numericamente
l’equazione (2.18) con il metodo del trapezio composito. [Suggerimento: si
applichi il cambio di variabile t = ln s.]
2. Si tracci il grafico di σ2r (r) per 0.01 < r/a < 100 e lo si confronti con la formula















25 + 52s+ 42s2 + 12s3
)]
.
(2.21)
